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Introducció
L’objectiu d’aquest treball és fer un petit estudi sobre la teoria de corbes
el·lítiques. Per aconseguir aquest objectiu es fa servir com a excusa la resolució
d’un problema clàssic en teoria de nombres. El problema dels nombres congrus
és un problema molt antic i fàcil d’entendre però no ha estat fins recentment que
s’ha donat una resposta parcial al problema utilitzant resultats molt avançats
en teoria de nombres. Així doncs ens trobem davant d’una situació típica dins
la teoria de nombres: un enunciat molt senzill que requereix de matemàtiques
del segle XX per ser resolt.
Primer farem un introducció sobre el problema en qüestió i veurem com
podem relacionar-lo amb aquests objectes matemàtics que s’anomenen corbes
el·líptiques. El cos del treball consistirà en desenvolupar breument la teoria de
corbes el·líptiques sobre diferents cossos i veure com aquestes ens proporcionen
informació sobre el nostre problema. Gràcies a això aconseguirem unes caracte-
ritzacions alternatives del nostre problema però que en general no ens donaran
un criteri fàcilment aplicable.
L’anomenat teorema de Tunell utilitza la conexió entre les corbes el·líptiques
i les formes modulars per donar un resultat efectiu a l’hora de calcular la solució
al nostre problema. L’última part d’aquest treball es basarà doncs, en fer una
molt breu introducció a la teoria de formes modulars que, com veurem, està
molt relacionada amb les corbes el·líptiques.
Veurem doncs, que suposant certa alguna conjectura, tindrem una solució
tancada pel problema que plantejavem inicialment. Tanmateix, veurem al fi-
nal del treball que podem trobar generalitzacions molt interessants del nostre
problema per les quals no es té cap criteri eficient per calcular-ne la solució.
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Capítol 1
Nombres congrus
Un nombre congru és un nombre natural que apareix com l’àrea d’un triangle
rectangle amb tots els costats racionals. En general diem que un nombre r =
a/b ∈ Q+ és congru si apareix com l’àrea d’un triangle rectangle de costats
x, y, z ∈ Q+. Multiplicant els costats per b podem obtenim un triangle bx, by, bz
d’àrea a. A més, si a contingués algun quadrat p2 ∈ N, i.e. p2|a, podriem fer
el mateix amb s = b/p ∈ Q obtenint així un triangle sx, sy, sz ∈ Q d’àrea s2r,
un nombre natural i lliure de quadrats. Per tant, sense pèrdua de generalitat,
tenim la següent definició.
Definició 1.1. Direm que un nombre n ∈ N lliure de quadrats és un nombre
congru si existeixen a, b, c ∈ Q complint
a2 + b2 = c2, ab = 2n (1.1)
La primera equació de (1.1) imposa que el triangle sigui rectangle i a la
segona que tingui àrea n. Cal destacar que a la definició no estem demanant
que els costats siguin positius. Tot i que costats negatius no tenen sentit des
d’un punt de vista geomètric veurem que si que apareixeran en un context més
aritmètic.
Alguns exemples de nombres congrus són
n = 5 : a = 20/3, b = 3/2, c = 41/6
n = 6 : a = 3, b = 4, c = 5
n = 7 : a = 24/5, b = 35/12, c = 337/60
Donada la definició 8.1 existeix un algorisme que llista tots els nombres
congrus. Agafem la parametrització de les ternes pitagòriques primitives
(k2 − l2, 2kl, k2 + l2), k > l > 0, (k, l) = 1 i k 6≡ l (mod 2)
Si hom llista totes les ternes pitagòriques recorrent tots els valors possibles per k
i l, hom acabarà obtenint una llista de tots els nombres congrus n. Per exemple,
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per k + l ≤ 9 s’obtenen els següents nombres congrus:
6, 15, 30, 210, 210, 21, 126, 70, 5
El problema és que aquest no és un mètode sistemàtic per determinar si un
nombre és congru, ja que no sabem si un nombre concret acabarà apareixen o
no.
Llistes com aquestes de nombres congrus ja apareixen en manuscrits àrabs
del segle X. Fibonacci va demostrar que 7 era un nombre congru i va conjecturar
que 1 no ho era. Va ser Fermat qui va demostrar que efectivament no existeixen
triangles amb costats racionals que tinguin àrea 1.
Teorema 1.1. El nombre 1 no és un nombre congru.
Demostració. Suposant que existeix un solució de (1.1), prenent comú denomi-
nador d podem reduir el problema a buscar solucions naturals de
a2 + b2 = c2, ab = 2d2 (1.2)
La demostració es basa en el mètode de descens infinit que consisteix en suposar
que existeix una solució (a, b, c, d) de (1.2) i construir-ne una altra (a′, b′, c′, d′)
tal que 0 < c′ < c. Com només existeix un nombre finit de valors més petits
que c s’arriba a una contradicció.
Suposem doncs que (a, b, c, d) és una solució natural de (1.2). Podem suposar
que (a, b) = 1 ja que si (a, b) = g llavors g|c, g|d i podriem dividir-ho tot per g.
Com a, b són coprimers i el seu producte és dues vegades un quadrat tenim
a = 2k2, b = l2
Podem reescriure ara la primera equació de (1.2) com k2 = c−b2
c+b
2 . Com que c
i b són imparells i coprimers utilitzant el mateix argument:
c− b
2
= r4,
c+ b
2
= s4
amb s i r coprimers. Aïllant b i c
b = r4 − s4, c = r4 + s4
llavors l2 = (r2 − s2)(r2 + s2). Els factors r2 − s2 i r2 + s2 són coprimers:
qualsevol factor seria imparell (ja que l és imparell) i dividiria la suma 2r2 i la
diferència 2s2 i per tant hauria de ser un factor de (r2, s2) = 1. Aleshores
r2 + s2 = t2, r2 − s2 = u2
per un certs naturals t, u coprimers i imparells. Això implica que u2 ≡ 1 ≡ r2−s2
(mod 4) i llavors r serà imparell i s parell. Aïllant r2 de les anteriors equacions
r2 =
t2 + u2
2
=
(t+ u)2
2
+
(t− u)2
2
(1.3)
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on (t± u)/2 ∈ Z ja que u i t són imparells. L’equació (1.3) ens dóna una altra
solució de (1.2)
a′ =
t+ u
2
, b′ =
t− u
2
, c′ = r
amb a′b′ = (t2 − u2)/4 = 2(s/2)2, per tant d′ = s/2. De (t, u) = 1 deduïm que
(a′, b′) = 1. Finalment es compleix que 0 < c′ = r ≤ r4 < r4 + s4 = c obtenint
així una contradicció pel mètode del descens infinit.
Per acabar aquest primer capítol veurem la relació que hi ha entre els nom-
bres congrus i les solucions d’una família molt particular de corbes cúbiques.
Teorema 1.2. Per qualsevol n ∈ N existeix una bijecció entre els dos conjunts
{(a, b, c) ∈ Q3 | a2 + b2 = c2, ab = 2n}, {(x, y) ∈ Q2 | y2 = x3 − n2x, y 6= 0}
que ve donada per
(a, b, c) 7→
(
nb
c− a,
2n2
c− a
)
, (x, y) 7→
(
x2 − n2
y
,
2nx
y
,
x2 + n2
y
)
(1.4)
La demostració d’aquest resultat es basarà en un argument geomètric. Les
dues equacions de la definició 8.1 es poden interpretar com dues superfícies
algebraiques l’intersecció de les quals serà una corba. Així doncs tota la demos-
tració es basarà en trobar un sistema de referència i unes projeccions adients
per obtenir l’equació de la corba en la forma més reduida possible.
Demostració. Sigui (a : b : c : d) un sistema de coordenades a P3. Homogeneit-
zant les equacions (1.1)
a2 + b2 = c2, ab = 2nd2
on cada una d’elles defineix una superfície algebraica a P3. Sigui C la corba
intersecció de les dues superfícies. Els punts al subespai de l’infinit {d = 0} de
C són (1 : 0 : ±1 : 0) i (0 : 1 : ±1 : 0). Anem a projectar C a través del punt
p = (1 : 0 : 1 : 0) al subespai Π := {a = 0} i a trobar l’equació de C en aquest
subespai. El punt p és de C però no de Π així que la projecció f : C −→ Π està
ben definida i ve donada per
f(a : b : c : d) =
{
(b : a− c : d) si (a : b : c : d) 6= (1 : 0 : 1 : 0)
(0 : 0 : 1) si (a : b : c : d) = (1 : 0 : 1 : 0)
que és injectiva i on hem identificat Π amb P2. Per trobar l’equació de C prenem
coordenades (x : z : y) a P2. D’aquesta forma si p 6= (1 : 0 : 1 : 0) tenim que
x = b, y = d, z = c− a 6= 0 i les equacions (1.1) queden
x2 = 2az + z2, ax = 2ny2
Eliminant a de les equacions arribem a
4ny2z = x3 − xz2
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fent el canvi de variables X = x, Y = 2ny i Z = z/n obtenim la forma homo-
gènia de l’equació que buscàvem: Y 2Z = X3 − n2XZ2. Composant totes les
transformacions que hem realitzat, la imatge d’un punt (a : b : c : d) de C a P2
és (
b :
c− a
n
: 2nd
)
= (nb : c− a : 2n2d) =
(
nb
c− a : 1 :
2n2d
c− a
)
ja que y = d 6= 0 implica c 6= a.
Aquesta correspondència relaciona els nombres congrus amb les solucions
racionals d’una certa família de corbes cúbiques. Aquestes corbes resulten ser
corbes el·líptiques, per tant el nostre objectiu serà fer un estudi de com són les
solucions racionals de certes corbes el·líptiques. En el que segueix denotarem la
família de cúbiques y2 = x2 − n2x per En.
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Capítol 2
Corbes el·líptiques
Abans de res caldrà definir què és una corba el·líptica sobre un cosK arbitrari
i tractar propietats que no depenguin del cos escollit.
Definició 2.1. Una corba el·líptica sobre un cos K és una corba algebraica
projectiva llisa E de grau 3 definida sobre K, amb almenys un punt O ∈ E.
Amb altres paraules, una corba el·líptica és una corba E a l’espai P2K definida
pels zeros d’un polinomi F (X,Y, Z) ∈ K[X,Y, Z] de grau 3 amb discriminant
diferent de zero. Farem servir la notació E/K per referir-nos a una corba
el·líptica sobre un cos K.
Si la característica de K és diferent de 2 un canvi de variables projectiu ens
permet escriure la corba el·líptica de la forma Y 2Z = F (X,Z) amb F (X,Z) ∈
K[X,Z] un polinomi de grau 3. Si a més char(K) 6= 3 l’equació es pot escriure
com:
Y 2Z = X3 +AXZ2 +BZ2, A,B ∈ K, 4A3 + 27B2 6= 0
Aquestes equacions tenen sempre un únic punt d’inflexió a la recta Z = 0
independentment del cos K, concretament (0 : 1 : 0). Per tant, si char(K) 6= 2, 3
podem suposar que una corba el·líptica vindrà donada per una equació afí de la
forma
y2 = x3 +Ax+B, A,B ∈ K, 4A3 + 27B2 6= 0
més el punt O = (0 : 1 : 0) de l’infinit. Aquest tipus d’equació s’anomena
equació normal de Weierstrass. Denotarem per E(K) el conjunt de punts de la
corba el·líptica definit sobre el cos K, concretament
E(K) = {(x, y) ∈ E | x, y ∈ K} ∪ {O}
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2.1. L’estructura de grup
La propietat més important d’una corba el·líptica E/K i que la distingeix
de les altres corbes algebràiques és el fet que el seu conjunt de punts E(K) té
estructura de grup.
Proposició 2.1. Siguin P,Q,R ∈ E(K) ⊂ P2K, llavors E(K) té estructura de
grup abelià amb element neutre O. L’operació de grup està caracteritzada per:
P,Q,R són colinears⇐⇒ P +Q+R = O
Aquesta operació està ben definida ja que donats dos punt P,Q ∈ E(K) la
recta que els uneix (la tangent a E si són iguals) interseca a la corba E en un
tercer punt que també estarà a E(K). L’operació és clarament commutativa i
es pot demostar que també és associativa. L’invers d’un element P serà l’únic
element −P ∈ E(K) tal que P,O,−P són colinears.
Es poden trobar fórmules explícites per l’operació P +Q del grup en funció
de les coordenades del punt P i Q que només involucren operacions dins del cos
de definició. En canvi, les coordenades de l’invers d’un punt P = (x, y) ∈ E(K)
són més fàcils de trobar i simplement són (x,−y) sempre que E estigui en forma
normal de Weierestrass.
2.2. Morfismes de corbes
Un cop coneixem els nostres objectes és natural preguntar-se com són les
aplicacions entre ells.
Definició 2.2. Un morfisme ϕ : C −→ C ′ entre dues corbes algebraiques és
una aplicació que en coordenades projectives ve donada per
(X,Y, Z) 7→ (Ψ0(X,Y, Z) : Ψ1(X,Y, Z) : Ψ2(X,Y, Z))
on Ψ0,Ψ1,Ψ2 són polinomis homogenis del mateix grau que compleixen l’equació
de C ′
En coordenades afins aquestes aplicacions entre corbes donen lloc a morfis-
mes racionals
(x, y) 7→
(
ψ0(x, y)
ψ2(x, y)
,
ψ1(x, y)
ψ2(x, y)
)
entre les equacions afins de les corbes. Com a exemple, un canvi de variables
que porti una corba E a un E′ serà un morfisme invertible definit per polinomis
de grau 1.
Dit això, una corba el·líptica sobre un cos K no és només una corba alge-
braica, és un parell (E,O), per tant
Definició 2.3. Una isogènia entre dues corbes el·líptiques (E,O) i (E′,O′)
sobre K és un morfisme de corbes E −→ E′ definit sobre K tal que envia O a
O′.
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En lloc de demanar que una isogènia envii O a O′ seria natural demanar que
fos un morfisme de grups i que el fet d’enviar O a O′ fos conseqüència d’això.
En canvi, per una corba el·líptica la primera propietat és conseqüència de la
segona:
Proposició 2.2. Sigui φ : E/K −→ E′/K una isogènia. Llavors
φ(P +Q) = φ(P ) + φ(Q), ∀P,Q ∈ E(K).
Un exemple d’isogènia que sempre existirà independentment del cos K és
[n] : E/K −→ E/K
P 7→ nP = P + n· · ·+ P
l’endomorfime de multiplicació per n ∈ Z. Serà un morfisme de corbes ja que
les coordenades seran funcions racionals en les coordenades de P i clarament
nO = O. Això ens permet afirmar directament que Z ⊂ EndK(E) per qualsevol
corba el·líptica E.
Tornant al problema dels nombres congrus hem vist al capítol anterior que
l’existència de nombres congrus està relacionada amb l’existència de certs punts
a la família de corbes En/Q : y2 = x3 − n2x. En les següents seccions veurem
com són i quines propietats tenen els conjunts de punts de corbes el·líptiques
sobre diferents cossos K = Q,Fp,C...
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Capítol 3
Corbes el·líptiques sobre C
Quan el cos de definició d’una corba el·líptica és R o C el grup de punts
té l’estructura de grup topològic. Com veurem a continuació és especialment
interessant el cas de E(C).
3.1. El tor complex
Definició 3.1. Siguin ω1, ω2 ∈ C linealment independents sobre R. Definim la
xarxa generada per ω1, ω2 com el subgrup aditiu de C
L = Zω1 + Zω2 = {nω1 +mω2 | n,m ∈ Z}
Prendrem sempre ω1, ω2 en sentit antihorari de tal forma que Im(ω1/ω2) > 0.
Donada una xarxa L l’elecció de la base {ω1, ω2} que la genera no és única.
Proposició 3.1. Dues xarxes L = Zω1 +Zω2 i L′ = Zω′1 +Zω′2 seran iguals si
i només si ∃A ∈ SL2(Z) tal que ω = Aω on ω = (ω1 ω2).
Definició 3.2. Sigui L = Zω1 + Zω2 una xarxa. El seu paral·lelogram fona-
mental és el subconjunt de C:
ΠL = {aω1 + bω2 | 0 ≤ a, b < 1}
D’aquesta forma tot element de C s’escriu com un element de ΠL més un
element de L.
Proposició 3.2. Donada un xarxa L es té que C/L és una superfície de Rie-
mann compacta, connexa, de gènere 1 i amb estructura de grup.
Com una xarxa L és un subgrup normal de C el quocient C/L continua sent
un grup i C/L és un tor ja que estem identificant els costats del paral·lelogram
fonamental. És per això que C/L es coneix com el tor complex.
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3.2. Funcions el·líptiques i la funció ℘
Perquè una funció definida a C estigui ben definida sobre el quocient C/L
cal demanar que la funció compleixi f(z + l) = f(z) ∀l ∈ L.
Definició 3.3. Una funció el·líptica (respecte la xarxa L) és una funció mero-
morfa de C que satisfà
f(z + l) = f(z), ∀z ∈ C,∀l ∈ L. (3.1)
De fet només és necessari que compleixi (3.1) pels generadors de L, i.e, f(z+
ω1) = f(z) = f(z + ω2) i per això també se les anomena funcions biperiòdiques
de períodes ω1, ω2.
El tor complex i les funcions el·líptiques són l’anàleg bidimensional de les
funcions periòdiques sobre R, que estarien definides sobre la varietat real que
resulta d’identificar els costats de l’interval [0, ω], és a dir, un cercle. En quant
a les funcions, la propietat de ser analítica i biperiòdica és molt més restrictiva
que en el cas real. De fet,
Proposició 3.3. Tota funció holomorfa i biperiòdica és constant.
Demostració. Tota funció biperiòdica respecta una xarxa L queda determinada
pels seus valors al paral·lelogram fonamental. Com ΠL és compacte, la funció
està acotada i pel teorema de Liouville és constant.
L’exemple més important de funció el·líptica és l’anomenada funció ℘ de
Weierstrass que es defineix com
℘(z) = ℘(z, L) :=
1
z2
+
∑
l∈L
l 6=0
(
1
(z − l)2 −
1
l2
)
(3.2)
Aquest doble sumatori es pot veure que convergeix uniformement sobre com-
pactes de C − L. Per tant ℘ és una funció meromorfa amb un pol d’ordre 2 a
cada punt de la xarxa. Degut a la convergència uniforme de la funció podem
derivar terme a terme i obtenir així la següent expressió per la derivada de ℘
℘′(z) = ℘′(z, L) := −2
∑
l∈L
1
(z − l)3 (3.3)
Lema 1. Les funcions ℘ i ℘′ són doblement periòdiques.
Demostració. La doble periodicitat de la derivada és evident si veiem que subs-
tituir z per z + l0 simplement reordena la suma. En canvi, la periodicitat de
℘ no és evident de la expressió (3.2). Però com ja sabem que la derivada de
℘(z− l)−℘(z) és zero, s’ha de tenir que ℘(z− l)−℘(z) = C per alguna constant
C, pero substituint per z = l/2 veiem que efectivament C = 0.
11
3.3. L’equació diferencial de ℘
De la mateixa manera que en el cas del sinus i el cosinus reals de període ω,
els quals compleixen l’equació sin2(2pix/ω) + cos2(2pix/ω) = 1, la funció ℘ de
Weierestrass de període L i la seva derivada també compleixen una equació que
les relaciona a ambdues.
Proposició 3.4. La funció ℘ compleix la següent equació funcional:
℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 (3.4)
per unes certes constants g2, g3 que només depenen de la xarxa L sobre la que
es defineix ℘.
Demostració. No és difícil veure que a partir de (3.2) es pot arribar al desenvo-
lupament en sèrie de Laurent de ℘:
℘(z) =
1
z2
+
∑
k≥1
(2k + 1)Gk+1z
k (3.5)
on per k > 2 denotem
Gk = Gk(L) = Gk(ω1, ω2) :=
∑
l∈L
l 6=0
l−k =
∑
(m,n)∈Z2
(m,n) 6=(0,0)
1
(mω1 + nω2)k
on aquestes Gk valen zero per k imparell ja que la funció ℘ és parella. De
l’expressió (3.5) obtenim
℘′(z)2 =
4
z6
− 24G2
z2
− 80G3 + · · · , 4℘(z)3 = 4
z6
+
36G2
z2
+ 60G3 + · · ·
restant les dues últimes expressions i sumant 60G2℘ obtenim
℘′(z)2 − 4℘(z)3 + 60G2℘(z) = −140G3 + · · ·
que no té termes negatius, per tant és constant igual al terme independent. Així
doncs
℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3
amb g2 = 60G2 i g3 = 140G3.
Aquest resultat ens permet establir una relació entre el tor C/L i la corba
el·líptica EL/C : y2 = 4x3 − g2x− g3. L’aplicació
Φ : C/L −→ P2C
z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)
0 7→ (0 : 1 : 0)
defineix una aplicació biholomorfa entre el tor complex i la superfície de Riemann
de la corba projectiva llisa Y 2Z = 4X3 − g2XZ2 − g3Z3.
Acabem de veure doncs que tot tor complex C/L és biholomorf a una certa
EL/C. La implicació contrària també és certa com demostrarem més endavant.
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Proposició 3.5. Per tota E/C corba el·líptica existeixen ω1, ω2 ∈ C tals que
E/C ∼= C/L on L = Zω1 + Zω2.
Aquesta correspondència bijectiva ens permet dotar a la corba el·líptica y2 =
4x3 − g2x− g3 amb una altra estructura de grup de forma que la suma de dos
punts P,Q ∈ EL(C) vagi a parar a Φ(Φ−1(P )+Φ−1(Q)). No és un exercici difícil
veure que les dues operacions coincideixen i que aleshores Φ és un morfisme de
grups.
3.4. Morfismes sobre C
Un morfisme entre dos tors C/L i C/L′ és una aplicació holomorfa que deixa
invariant la xarxa i que fixa el zero. D’aquesta forma serà una aplicació entre
superfícies de Riemann ben definida al quocient i un morfisme de grups.
Proposició 3.6. Sigui φ : C/L1 −→ C/L2 un morfisme. Aleshores ∃α ∈ C∗
tal que φ és de la forma z 7→ αz.
Hom pot estudiar els morfismes de corbes el·líptiques sobre C estudiant els
morfismes del tor complex. Concretament tot morfisme del tor complex donarà
un morfisme de corbes el·líptiques que farà commutatiu el següent diagrama:
C/L1 C/L2
E1/C E2/C
α
Φ Φ
[α]
Multiplicar la xarxa L per un enter n indueix un endomorfisme de la pròpia
xarxa. Aquest endomorfisme correspon, com és d’esperar, amb la isogènia de
multiplicació per n a la corba el·líptica associada a L. Per corbes el·líptiques
sobre C es pot caracteritzar fàcilment l’anell d’endomorfismes.
Proposició 3.7. Sigui E/C una corba el·líptica sobre C. Llavors una de les
dues afirmacions següents és certa:
1. EndC(E) ∼= Z
2. EndC(E) ∼= Z[τ ]
on τ és un nombre quadràtic imaginari.
Les corbes el·líptiques que sobre C tenen un anell d’endomorfismes estricta-
ment més gran que Z es diu que tenen multiplicació complexa.
3.5. L’invariant j
Gràcies al teorema de classificació de corbes llises, determinar quan dues
corbes el·líptiques sobre C són isomorfes és molt més fàcil que treballar amb els
respectius tors i xarxes complexes.
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Teorema 3.1. Tota corba cúbica projectiva llisa C ⊂ P2C és projectivament
equivalent a una de la forma
Cλ : Y
2Z = X(X − Z)(X − λZ), λ ∈ C (3.6)
on Cλ i Cµ seran projectivament equivalents si i només si les raons dobles de λ
coincideixen amb les de µ, i.e, si{
λ,
1
1− λ,
λ− 1
λ
,
1
λ
,
λ
λ− 1 , 1− λ
}
=
{
µ,
1
1− µ,
µ− 1
µ
,
1
µ
,
µ
µ− 1 , 1− µ
}
Com a corol·lari d’aquest teorema tenim que dues corbes definides pels valors
λ, λ′ complint l’equació (3.6) seran isomorfes si tenen la mateixa imatge per
l’invariant j, que envia
λ 7→ 256(1− λ+ λ
2)3
λ2(1− λ)2
i el qual comprova si les raons dobles coincideixen. Pels casos λ = 0, 1 l’invariant
j no està definit ja que la corba d’equació (3.6) no és el·líptica al no ser llisa.
En comptes de donar l’expressió de l’invariant j en funció de λ hom pot
calcular l’expressió de l’invariant j en funció de la xarxa L associada a la corba
sobre C:
j(L) = j(g2, g3) = 1728
g32
g32 − 27g23
on g2, g3 ∈ C només depenen de la xarxa L com ja hem vist.
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Capítol 4
Corbes el·líptiques sobre
cossos finits
Sigui Fq un cos finit amb q = pf , amb p un nombre primer. Les corbes
el·líptiques sobre cossos finits tenen un conjunt de punts que formen un grup
abelià finit. Tot i que un grup abelià d’ordre finit pot aportar poca informació,
quan hom té una corba definda sobre Q hom pot reduir-la mòdul Fq per diferents
primers i extreure’n informació sobre l’estructura de E(Q) com veurem més
endavant.
Definició 4.1. Direm que una corba el·líptica E/Q té bona reducció mòdul p
si E/Fp és una corba llisa. En cas contrari si P ∈ E(Fp) és un punt singular
distingirem dos casos
Si P és una cúspide, llavors E té reducció additiva mòdul p.
Si P és un node, llavors la reducció es diu multiplicativa. Si les tangents
en P estan a Fp llavors és multiplicativa separable, en cas contrari serà
no separable.
La reducció mòdul Fq d’una corba donarà una corba el·líptica sempre que p
no divideixi el discriminant de la corba.
Donada una corba el·líptica E/Fq : y2 = f(x), la primera cota que un pot
trobar pel tamany del grup abelià E(Fq) és
#E(Fq) ≤ 2q + 1
ja que cada valor de x aporta com a màxim dos valors de y, a més del punt
del inifinit. Aquesta estimació però, no és gaire bona. Una cota òptima ens ve
donada pel següent resultat
Teorema 4.1 (Hasse). Sigui E/Fq una corba el·líptica. Llavors
|#E(Fq)− (q + 1)| ≤ 2√q
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La quantitat |#E(Fq)−(q+1)|, que se sol denotar per ap, mesura la diferència
entre la quantitat de punts entre la corba E i la recta projectiva. En general,
un no pot dir gaire més del que diu el teorema 4.1 sobre el cardinal de E(Fq).
La nostra família de corbes En/Q té una bona reducció mòdul p sempre que
p no divideixi 2n, el discriminant de En. A més, per aquesta conjunt de corbes
és particularment fàcil comptar el nombre de punts de En(Fq) sempre que q ≡ 3
(mod 4).
Proposició 4.1. Sigui q = pf , p 6 | 2n. Suposem també que q ≡ 3 (mod 4).
Aleshores:
#En(Fq) = q + 1
Demostració. Cada punt x ∈ Fq dóna dos, un o zero parells (x, y) ∈ En(Fq)
en funció de si f(x) = x3 − n2x és un residu quadràtic, zero o no és un residu
quadràtic respectivament. Per tant
#En(Fq) = 1 +
∑
x∈Fq
[
1 +
(
x3 − n2x
q
)]
= 1 + q +
∑
x∈Fq
(
x3 − n2x
q
)
on
(
·
q
)
és el símbol de Legendre a Fq. Veiem ara que el sumatori és zero. En
efecte:∑
x∈Fq
(
x3 − n2x
q
)
=
∑
−x∈Fq
(−(x3 − n2x)
q
)
= −
∑
−x∈Fq
(
x3 − n2x
q
)
i per tant és zero. A l’última igualtat hem utilitzat que
(
−1
q
)
= −1 ja que per
hipòtesis q ≡ 3 (mod 4) i per tant
#En(Fq) = 1 + q
com voliem veure.
Acabem de veure que per q ≡ 3 (mod 4) el nombre de punts de les corbes no
depèn de n. Per l’altre cas possible q ≡ 1 (mod 4) això no és veritat però també
es poden calcular explícitament. Aquest fet és possible gràcies a que aquesta
família de corbes el·líptiques té multiplicació complexa.
16
Capítol 5
Sumant triangles
En aquesta secció relacionarem l’estructura del grup En(Q) amb l’existència
de triangles congrus.
5.1. Teorema de Mordell-Weil
El grup de punts d’una corba el·líptica sobre Q (i en general sobre qualsevol
cos de nombres) es troba a mig camí entre el cas dels cossos finits i dels nombres
complexos. El grup de punts continua sent un grup discret, com en el cas de
Fp, però en la majoria de casos serà un grup de cardinal infinit.
El teorema de Mordell-Weil caracteritza completament l’estructura del grup
de punts d’una corba el·líptica sobre qualsevol extensió alegbràica de Q.
Teorema 5.1 (Mordell-Weil). Sigui K un cos de nombres i E/K una corba
el·líptica. Aleshores E(K) és un grup abelià finitament generat.
Aplicant el teorema de classificació de grups abelians finitament generats:
Corol·lari 5.1.1. Amb les mateixes hipòtesis que el teorema:
E(K) ∼= E(K)tors ⊕ Zr
La part E(K)tors és la part de torsió, i.e,
E(K)tors = {P ∈ E(K) | ∃n ∈ N, nP = O}
que és un subgrup d’ordre finit de E(K). En canvi, l’altre sumant és l’anome-
nada part lliure del grup i l’exponent r ∈ N s’anomena rang de la corba E. És
a dir, el grup de punts queda determinat únicament per un grup abelià finit i
un nombre natural.
La pròxima secció estarà dedicada a l’estudi d’aquests dos elements que
determinen el grup de punts d’una corba el·líptica sobre Q.
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5.2. Punts d’ordre finit
Donada una corba el·líptica sobre Q existeixen algorismes per determinar
completament el seu subgrup de torsió. Això, en part, és gràcies a que no
qualsevol grup abelià finit pot aparèixer com a subgrup de torsió d’una corba
el·líptica sobre els racionals. De fet, la llista de possibles grups és més aviat
curta:
Teorema 5.2 (Mazur). Sigui E/Q una corba el·líptica. Aleshores el seu subgrup
de torsió és isomorf a un dels següents quinze grups:
Z/nZ 1 ≤ n ≤ 10 o n = 12
Z/2Z× Z/2nZ 1 ≤ n ≤ 4
Tot i això, aquests resultats no seràn necessaris per poder determinar el
subgrup de torsió de la nostra familia de corbes En(Q). Per fer-ho, cal veure
primer que els punt d’ordre dos són molt fàcils de determinar
Proposició 5.1. Sigui E/K : y2 = f(x) una corba el·líptica i P = (x, y) ∈
E(K) un punt de la corba. Aleshores:
P = (x, y) és d’ordre 2⇐⇒ f(x) = 0f
Demostració. Si P = (x, y) ∈ E(K) és tal que 2P = O, llavors P = −P . En
coordenades, (x, y) = (x,−y). Això implica que y = 0 i que llavor x és una arrel
del polinomi que defineix la cúbica.
Per la família En(Q) això vol dir que En(Q)[2] = {O, (0, 0), (0, n), (0,−n)}.
El resultat important és que no hi ha més punts de torsió que aquests.
Proposició 5.2. #En(Q) = 4
Demostració. La prova comença construint un morfisme de grups desde En(Q)tors
a En(Fp) que sigui injectiu per la majoria de primers p.
En general construim el morfisme de P2Q a P2Fp que consisteix en portar la
classe d’equivalència d’un punt P = (x : y : z), on x, y, z són enters sense factors
en comú, a la seva reducció mòdul p, P¯ = (x¯ : y¯ : z¯). Llevat de multiplicació
per −1 existeix una única imatge a P2Fp per cada classe d’equivalència de P2Q.
És evident que si P compleix y2z = x3 − n2xz2 llavors P¯ estarà a E(Fp) i que
la imatge de P +Q és igual a P¯ + Q¯. Per tant, si p 6 | 2n tindrem un morfisme
de grups entre E(P2Q) i E(P2Fp).
Utilitzant el següent lema veurem quan l’aplicació que hem construït no és
injectiva.
Lema 2. P¯ = Q¯ si i només si les coordenades de P ×Q (el producte vectorial
a R3) és divisible per p, i.e, si i només si p divideix y1z1 − y2z1, x2z1 − x1z2 i
x1y2 − x2y1.
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Demostració. Suposem primer que p divideix el producte vectorial. Considerem
dos casos separats:
p divideix x1. Llavors p divideix x2z1 i x2y1, i llavors divideix x2, ja que
no pot dividir a les tres components x1, y1, z1 al mateix temps. Suposem
doncs que p 6 | y1 (anàlogament per p 6 | z1). Llavors
P¯2 = (0, y¯1y¯2, y¯1z¯2) = (0, y¯1y¯2, y¯1z¯1) = (0, y¯2, z¯1) = P¯1
on hem utilitzat el fet de que p divideix y1z2 − y2z1.
p no divideis x1. Aleshores
P¯2 = (x¯1x¯2, x¯1y¯2, x¯1z¯2) = (x¯1x¯2, x¯2y¯1, x¯2z¯1) = (x¯1, y¯1, z¯1) = P¯1
Per l’implicació contrària suposem que P¯1 = P¯2. Sense pèrdua de generalitat
suposem que p 6 | x1 (un argument similar funciona si p 6 | y1 o p 6 | y2). Llavors,
per hipòtesis P¯1 = P¯2 i també es té que p 6 | x2. Així
(x¯1x¯2, x¯1y¯2, x¯1z¯2) = P¯2 = P¯1 = (x¯2x¯1, x¯2y¯1, x¯2z¯1)
Com les primeres coordenades són les mateixes, aquests dos punts només poden
ser igual si la segona i tercera coordenada coincideixen, és a dir, si p divideix
x1y2 − x2y1 i x1z2 − x2z1. Per últim hem de veure que p divideix y1z2 − y2z1.
Si y1 i z1 són divisibles per p haurem acabat. Si no, el resultat es dedueix de
repetir l’argument anterior amb x1, x2 reemplaçats per y1, y2 o per z1z2.
Tornant a la demostració de la proposició. Suposem que el que volem de-
mostrar és fals i que el En(Q)tors té un element d’ordre més gran que dos o
d’ordre imparell. Llavors existeix S = {P1, P2, . . . , Pm} ⊂ En(Q)tors el subgrup
d’elements d’ordre més petit o igual a 4 en el cas en el que l’element extra tingui
ordre 4 o el subgrup generat per l’element d’ordre imparell en l’altre cas. En
qualsevol cas m := #S és 8 o un nombre imparell.
Per cada parell Pi, Pj de punts del subgrup anterior considerem el producte
vectorial a R3. Com són diferents punts a R3 el seu producte vectorial no és
zero. Sigui nij el màxim comú divisor de les coordenades del producte escalar.
Pel lema anterior P¯i = P¯j a Fp si i només si p divideix nij . Per tant, si p és
un primer amb bona reducció i és més gran que tots els nij llavors la reducció
mòdul p és una injecció de S a E(Fp).
Però això significa que per tots els nombes primer p, excepte per un nombre
finit, el nombre m ha de dividir #E(Fp), ja que la imatge de S és un subgrup
de E(Fp). Llavors per casi tots els primers congruents amb 3 mòdul 4, per
la proposició 4.1 s’ha de complir que p ≡ −1 (mod m). Però això contradiu
el teorema de Dirichlet sobre nombres primers en progressions aritmètiques.
Concretament, si m = 8 això implicaria que només hi ha un nombre finit de
primers tals que p ≡ −3 (mod 8). Si m és imparell, implicaria que només hi
ha un nombre finit de primers de la forma 4mk + 3 (si 3 6 | m) o de la forma
12k + 7 (si 3 | m). En qualsevol cas el teorema de Dirichlet ens diu que n’hi
hauria d’haver infinits arribant així a una contradicció.
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Un cop vistos aquests resultats, si tornem ara al teorema 1.4, veiem que ser
un nombre congru és equivalent a que el rang de la corba el·líptica associada
sigui diferent zero. Això és així ja que precisament els únics punts de E(Q) que
descartem a la bijecció són els punt d’ordre dos i aquests són els únics que estan
fora de la part lliure.
Corol·lari 5.2.1. Un nombre n és congru si i només si el rang de En(Q) és
més gran que zero.
Hem arribat així a la caracterització més important dels nombres congrus. A
diferència de la part de torsió determinar el rang d’una corba el·líptica és molt
més difícil. Computacionalment existeixen algorismes que permeten calcular
el rang de certes corbes però no en general. No obstant, gràcies al corol·lari
anterior i al teorema 1.1 podem afirmar
Proposició 5.3. La corba el·líptica E1(Q) : y2 = x3 − x té rang zero.
Cal notar que encara que sapiguem que un nombre és congru, trobant un
triangle que ho sigui, només podrem determinar que el rang de la corba associ-
ada En(Q) és estrictament més gran que zero.
Per últim, anem a estudiar breument com es comporten els triangles sota
l’estructura de grup de la cúbica. Si tenim un punt P ∈ En(Q) aquest té associ-
at un triangle (a, b, c) ∈ Q, on el costats no han de ser necessàriament positius.
Per obtenir un triangle amb els costats positius i amb a < b < c només cal
estudiar com actua el subgrup de torsió sobre els punts P i −P . La següent
taula recull totes les possibles combinacions.
P Q P +Q Triangle
(x, y) O (x, y) (a, b, c)
(x,−y) O (x,−y) (−a,−b,−c)
(x, y) (0, 0) (−n2/x,−n2y/x) (a, b,−c)
(x,−y) (0, 0) (−n2/x, n2y/x) (b, a, c)
(x, y) (n, 0) (n(x+ n)/(x− n), 2n2y/(x− n)2) (−b,−a,−c)
(x,−y) (n, 0) (n(x+ n)/(x− n),−2n2y/(x− n)2) (−b,−a, c)
(x, y) (−n, 0) (−n(x− n)/(x+ n), 2n2y/(x+ n)2) (−b,−a, c)
(x,−y) (−n, 0) (−n(x− n)/(x+ n),−2n2y/(x+ n)2) (b, a,−c)
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Capítol 6
L-sèries
A la proposició 5.2 del capítol anterior hem fet servir la informació de les
corbes mòdul p per obtenir informació sobre com és la part de torsió. En aquesta
secció veurem com podem fer servir aquesta mateixa informació per determinar
informació sobre el rang d’una corba el·líptica sobre Q fent servir un objecte
anomenat L-sèrie.
Donada una corba el·líptica E/Q definim la part local de la L-sèrie en p com:
Lp(T ) =

1− apT + pT 2, si E té bona reducció mòdul p,
1− T, si E té reducció multplicativa separable en p,
1 + T si E té reducció multiplicativa no separable en p,
1, si E té reducció additiva en p.
on ap = p+ 1−Np com hem definit al capítol 4.
Definició 6.1. La L-sèrie d’una corba el·líptica E/Q es defineix com:
L(E, s) =
∏
p≥2
1
Lp(p−s)
Si s’extén la definició dels nombres ap per que valgui 0, 1 o −1 en els casos
de mala reducció podem escriure la L-sèrie com
L(E, s) =
∏
p≥2
1
1− app−s + εpp1−2s
on εp és 0 si p divideix al discriminant de E i 1 si no el divideix.
Com la L-sèrie està definida mitjançant un producte d’Euler, quan s’ex-
pandeix el producte infint s’obté una funció zeta que ens permet calcular els
coeficients an per tot n ∈ N de la següent forma:
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Proposició 6.1. Sigui L(E, s) la L-sèrie d’una corba el·líptica E/Q.
Si n = pr, r ≥ 1 i E/Q té bona reducció mòdul p
ap · apr = apr+1 + p · ar−1p
i apr = (ap)r si té mala reducció en p. Per altra banda, si (m,n) = 1 llavors
amn = am · an
i la la L-sèrie es pot escriure com
L(E, s) =
∑
n≥0
an
ns
La L-sèrie no només és una sèrie formal de coeficients si no que convergeix
i defineix una funció holomorfa a la regió del pla Re(s) > 3/2. Això és conse-
qüència de la cota del teorema de Hasse que diu que |ap| < 2√p.
6.1. La L-sèrie per En/Q
Tornant a la nostra familia de corbes En(Q) hem vist a la proposició 4.1
que ap = p+ 1 si p ≡ 3 (mod 4). Per l’altre cas, p ≡ 1 (mod 4), aquests valors
també es poden calcular i depenen de com factoritza el primer p dins de l’anell
d’enters sobre el que les nostres corbes tenen multiplicació complexa. En qualse-
vol cas, podem suposar que els ap són calculables per qualsevol nombre primer p.
A més d’aquest fet, resulta que només calculant la L-sèrie per una de les
nostres corbes en particular podem obtenir qualsevol de les altres molt fàcilment.
Això és degut a que totes les corbes són torçades de la corba E1/Q.
Definició 6.2. Dues corbes el·líptiques sobre Q es diuen torçades una de l’altre
si són isomorfes sobre una extensió algebraica de Q
En particular, En/Q serà torçada de E1/Q : y2 = x3 − n2x sobre Q(
√
n)
mitjançant el següent isomorfisme:
x 7→ nx′
y 7→ n√ny′
Recordem que tot i que En està definida per tot n, per la definició de nombre
congru només estem interessats en els n lliures de quadrats així que la construc-
ció anterior no degenera al cas trivial en cap cas.
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Proposició 6.2. Sigui
L(E1, s) =
∏
p≥2
1
1− app−s + εpp1−2s =
∑
m≥0
am
ms
la L-sèrie de la corba el·líptica E1/Q. Aleshores la L-sèrie de En/Q és
L(En, s) =
∏
p≥2
1
1− apχn(p)p−s + εpp1−2s =
∑
m≥1
χn(m)am
ms
on χn(p) : Z/nZ −→ C∗ és el caràcter de Dirichlet definit per
(
n
p
)
si (n, p) = 1
i que val zero altrament.
Demostració. Considerem les dues corbes el·líptiques donades per equacions
E1/Q : y2 = x3 − x
En/Q : ny2 = x3 − x
on a la segona només hem realitzat el canvi de variable racional (x, y) 7→
(nx′, n2y′) a l’equació habitual y2 = x3 − n2x. Volem relacionar els valors
ap,1 = p+ 1−#E1(Fp) amb els ap,n per qualsevol n lliure de quadrats.
Si n és un residu quadràtic mòdul p aleshores, fent servir les equacions
anteriors, tenim la següent bijecció entre E1(Fp) i En(Fp):
(x, y) 7→ (x,√ny)
I per tant ap,n = χn(p)ap,1 = ap,1. En cas contrari, per cada x ∈ Fp tal que
x3 − x no és un quadrat a Fp, n−1(x3 − x) si ho serà i llavors es complirà que
ny2 = x3 − x a Fp. Podem calcular En(Fp) com
En(Fp) = 1 +
∑
x∈Fp
[
1−
(
x3 − x
p
)]
= 1 + p−
∑
x∈Fp
(
x3 − x
p
)
i d’aquí veiem que ap,n = −ap,1 = χn(p)ap,1. Finalment extenent el caràcter
multiplicativament a tot Z/nZ s’obtenen les expressions desitjades.
6.2. La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer
La relació entre el rang d’una corba el·líptica sobre Q i la seva L-sèrie és un
del set problemes del mil·leni, conjectura que a dia d’avui encara no ha estat
demostrada.
Conjectura 1 (dèbil de Birch-Swinnerton-Dyer). L’ordre d’anul·lació de L(E, s)
en s = 1 és igual al rang de E(Q).
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Hem vist però que la L-sèrie d’una corba el·líptica només convergeix per
Re(s) > 3/2. Tanmateix no només això és cert sinó que la funció que defineix
la L-sèrie té una continuació analítica a tot el pla complex. Aquest resultat és
conseqüència de la modularitat de les corbes el·líptiques que és un dels grans
resultats del segle XX en aquesta àrea. A més compleix una equació funcional
que relaciona els valors de s amb els de 2− s.
La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer s’ha pogut demostrar parcialment
per alguns tipus concrets de corbes. En particular el següent resultat és cert i
s’aplica al nostre problema.
Teorema 6.1 (Coates-Wiles). Sigui E una corba el·líptica sobre Q amb multi-
plicació complexa. Si E té infinits punts racionals, aleshores L(E, 1) = 0.
En resum, es pot calcular L(E, s) en s = 1 i aplicant el corol·lari 5.2.1, tenim
una altra caracterització dels nombres congrus condicional en un direcció a la
conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer.
Teorema 6.2. Un nombre n ∈ N lliure de quadrats és congru si i només si
L(En, 1) = 0.
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Capítol 7
Formes modulars
En aquesta secció farem una petita introducció a les formes modulars i veu-
rem la relació que hi ha entre aquests objectes i les corbes el·líptiques. L’objectiu
final és poder entendre quins elements estan involucrats en el teorema de Tu-
nell, el qual, dóna una caracterització dels nombres congrus molt sorprenent i
computacionalment eficient de comprovar.
7.1. El grup modular
Comencem considerant corbes el·líptiques sobre C. Tota corba E/C té as-
sociada una xarxa L = Zω1 + Zω2 i tenint en compte les proposicions 3.1 i 3.6
el següent resultat és cert.
Proposició 7.1. Sigui L = Zω1 + Zω2 una xarxa de C.
Existeix un únic τ ∈ H := {z ∈ C | Im z > 0} tal que C/L ∼= C/〈τ, 1〉.
Donats τ, τ ′ ∈ H. Llavors C/〈τ, 1〉 ∼= C/〈τ ′, 1〉 si i només si existeix
M ∈ SL2(Z) tal que
τ ′ = Mτ =
aτ + b
cτ + d
Podem pensar doncs que tot punt τ ∈ H representa una corba el·líptica com-
plexa i que el grup SL2(Z) determina les classes d’isomorfisme de les corbes.
És natural doncs estudiar com actua el grup SL2(Z) sobre C. De fet, és
millor treballar sobre C = C ∪ {∞}, l’esfera de Riemann, sobre la qual SL2(Z)
actua de la següent forma:
Donat M =
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) i un punt z ∈ C basant-nos en el punt dos de
la proposició anterior:
Mz :=
az + b
cz + d
, M∞ := a
c
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així M(−d/c) = ∞ i si c = 0 llavors g∞ = ∞. És fàcil veure que les opera-
cions anteriors defineixen una acció del grup SL2(Z) en el conjunt C, en altres
paraules: M1(M2z) = (M1M2)z per tota M1,M2 ∈ SL2(Z) i tot z ∈ C.
Una propietat important de la acció anterior és que deixa invariant H:
ImMz = Im
az + b
cz + d
= Im
(az + b)(cz + d)
|cz + d|2 = |cz + d|
−2 Im(adz + bcz).
però Im(adz + gcz) = (ad− bc) Im z = Im z, ja que detM = 1. Per tant
ImMz = |cz + d|−2 Im z, per M =
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z).
Al grup SL2(Z) se l’anomena el grup modular complet i per brevetat es denota
com Γ(1). A més, no és difícil veure que està generat per aquests dos elements:
T =
(
1 1
0 1
)
S =
(
0 −1
1 0
)
Quan un grup actua en un conjunt el divideix en classes d’equivalència o
òrbites, per tant, podem considerar el quocient de H per Γ(1) on dos elements
estaran relacionats si formen part de la mateixa òrbita de l’acció, és a dir:
τ ∼ τ ′ si i només si ∃M ∈ SL2(Z) tal que τ ′ = Mτ
Definim doncs
Y (1) := H/Γ(1)
i notem que cada classe d’equivalència [τ ] ∈ Y (1) representa una classe d’iso-
morfisme de corbes el·líptiques sobre C.
Observem que els elements M i −M de SL2(Z) realitzen la mateixa acció
sobre H. Concretament:
(−M)τ = −aτ − b−cτ − d =
aτ + b
cτ + d
= Mτ
això vol dir que tant I com −I actuen trivialment a C i és per això que a vegades
s’usa el grup PSL2(Z) = SL2(Z)/{±I}.
Per últim, de la mateixa manera que quan definíem el quocient C/L podíem
associar-li un paral·lelogram fonamental ΠL ⊂ C, en aquest cas tenim
Definició 7.1. El conjunt:
F(1) = {z ∈ H | −1
2
≤ Re z ≤ 1
2
i |z| ≥ 1}
és un regió fonamental per Y (1).
Això vol dir que tot element z ∈ H es pot portar a F(1) mitjançant l’acció
d’un element de SL2(Z). A més, les classes d’equivalencia de dos τ, τ ′ ∈ F(1)
mai seran la mateixa. A la figura 7.1 es mostra quina forma té el conjunt
F(1) ⊂ C.
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Figura 7.1: Regió fonamental pel grup modular principal.
7.2. Corbes modulars
Topològicament el quocient Y (1) és equivalent a una esfera a la que li falta
el pol nord. Això es veu identificant els costats de la regió fonamental F(1).
Sense entrar en detalls de la topologia de Y (1) un pot compactar Y (1) afegint
un punt a l’infinit.
Per veure com fer-ho compactem primer H. Si un afegeix un punt a l’infinit
a H aleshores un element M =
(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) mou l’infinit a un nombre
racional: M∞ = b/d ∈ Q. Per tant SL2(Z) no deixa invariant completament
H ∪ {∞}.
Definició 7.2. Si denotem per H := H ∪ P1(Q), aleshores definim
X(1) := H/SL2(Z)
i s’anomena una corba modular.
On entenem que P1Q = Q ∪ {∞} i l’acció del grup s’extén de forma natural.
A les clases d’equivalència dels elements de P1Q se les anomenen cúspides.
Tot i que per compactar Y (1) només calia afegir un punt a l’infinit a la de-
finició de H n’hem hagut d’afegit infinits. Tot i això, en el fons, les dues coses
són el mateix ja que es pot veure fàcilment, que tots els punts de P1Q estaran
dins la mateixa classe d’equivalència de X(1), la de l’infinit, així que realment
X(1) = Y (1) ∪ {[∞]}. Direm doncs que X(1) té una única cúspide.
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El nom de corba modular és degut al fet, que no demostrarem, de que X(1)
és una superficie de Riemann compacta i connexa i per tant té un cert gènere
que la classifica llevat d’isomorfisme. Com tota superfície de Riemann compacta
i connexa té una inmersió a P2(C) com una corba algebraica llisa (no necessa-
riament una corba el·líptica).
7.3. Subgrups de congruència
Tota aquesta contrucció que acabem de realitzar pot repetir-se per subgrups
del grup modular. Els següents subgrups apareixen sovint en la teoria de corbes
modulars
Definició 7.3. Sigui N ≥ 1 un enter. Definim els següents subgrups de SL2(Z):
Γ0(N) =
{(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod N
}
Γ1(N) =
{(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod N, a ≡ d ≡ 1 mod N
}
Γ(N) =
{(
a b
c d
)
∈ SL2(Z) | b ≡ c ≡ 0 mod N, a ≡ d ≡ 1 mod N
}
A més, direm que un subgrup G de Γ(1) és un subgrup de congruència si G
conté algun Γ(N) per algun N ≥ 1.
És fàcil comprovar que els conjunts anteriors són efectivament subgrups de
Γ(1). A més, el grup Γ(N) serà subgrup normal de Γ(1) ja que és el nucli del
morfisme que redueix mòdul N totes les entrades d’una matriu.
També cal notar que les següents inclusions són certes Γ(N) ≤ Γ1(N) ≤
Γ0(N) i per tant Γ1(N) i Γ0(N) són subgrups de congruència.
La igualtat Γ(1) = SL2(Z) explica la notació que hem vingut utilitzant i
d’ara en endavant utilitzarem Γ per denotar un subgrup de congruència de Γ(1).
De la mateixa manera que a Γ(1) li podem associar una regió fonamental
a cada subgrup de congruència Γ ≤ Γ(1) podem associar-li també una regió
fonamental F(1). Les regions fonamentals pels subgrups de congruència definits
anteriorment les denotem per F(N), F0(N), F1(N).
El quocient del semiplà superior per un subgrup de congruència, H/Γ, serà
també un superfície de Riemann compacta i connexa i notarem X(N), X0(N) i
X1(N) les corbes modulars associades als subgrups de congruència anteriors.
Per últim, un pot veure que les corbes modulars X0(N) i X1(N) tenen
també una interepretació en termes de corbes el·líptiques. Per exemple, cada
classe d’equivalència X0(N) representa totes les corbes el·líptiques isomorfes
amb un subgrup C ∈ E(Q) d’ordre N fixat. Per altra banda, la corba modular
X1(N) classifica corbes el·líptiques amb un punt fixat P ∈ E(Q) d’ordre N .
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7.4. Formes modulars per SL2(Z)
En aquesta secció definirem les formes modulars com a certes funcions sobre
corbes modulars.
Definició 7.4. Sigui Γ(1) el grup modular principal i sigui X(1) la corba mo-
dular H/Γ(1). Una funció meromorfa f : H :−→ C es diu una funció modular
de pes k ∈ Z si compleix:
f(Mz) = (cz + d)kf(z) per tota M =
(
a b
c d
)
∈ Γ(1).
En particular, si agafem T =
(
1 1
0 1
)
∈ Γ(1) i S =
(
0 1
−1 0
)
∈ Γ(1) això
vol dir que
f(z + 1) = f(z)
f(−1/z) = (−z)kf(z)
Per tant, com f és meromorfa a H podem escriure
f(z) =
∞∑
n=−m
anz
n =
a−m
zm
· · ·+ a−2
z2
+
a−1
z
+ a0 + a1z + a2z
2 + · · ·
la sèrie de Laurent de f al voltant de l’infinit. Llavors la q-sèrie de f es defineix
com
f(z) =
∞∑
n=−∞
anq
n = a−mq−m + · · ·+ a−2q−2 + a−1q−1 + a0 + a1q + a2q2 + · · ·
on q := e2piiz i és la sèrie de Fourier de f .
Si f és holomorfa a l’infinit, és a dir, la sèrie anterior no té coeficients nega-
tius direm que f és una forma modular de pes k per Γ(1) i el conjunt d’aquestes
funcions es denota per Mk(Γ(1)). Si a més tenim que a0 = 0, és a dir, s’anul·la
a l’infinit, llavors f s’anomena una forma cuspidal de pes k i el conjunt de totes
elles es denota per Sk(Γ(1)).
D’aquestes definicions podem extreure’n certes conclusions fàcils de demos-
trar:
Si k és imparell, llavors l’única funció modular de pes k és la identicament
zero. Només cal substituir M =
(−1 0
0 −1
)
∈ Γ(1) a la definició.
Aquestes propietats es preserven sota la suma i la multiplicació per escalar,
és a dir, Mk(Γ(1)) i Sk(Γ(1)) són espais vectorials sobre C. A més, el
producte d’una funció modular (resp. forma) de pes k1 i un altre funció (o
forma) de pes k2 és una funció (resp. forma) de pes k1 +k2. Anàlogament
el quocient és un funció (o forma) de pes k1 − k2.
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Si k = 0 vol dir que les funcions són invariants per Γ(1) i això vol dir
que poden ser considerades com a funcions de X(1). Per k = 2, llavors
la definició implica que la forma diferencial f(z)dz de H és invariant per
Γ(1), i.e, f(Mz)dMz = f(z)dz.
Per trobar els primers exemples de funcions modulars només hem de retro-
cedir fins al capítol 3. Les sèries
Gk(L) = Gk(ω1, ω2) =
∑
(m,n)∈Z2
(m,n)6=(0,0)
1
(mω1 + nω2)k
,
que només depenien de la xarxa L ara les podem pensar com funcions de τ ∈ H:
Gk(τ) =
∑
(m,n)∈Z2
(m,n)6=(0,0)
1
(mτ + n)k
.
Com la k ha de ser més gran o igual a 4 el sumatori convergeix uniformement
sobre compactes de H i la sèrie anterior defineix una funció holomorfa a H. És
obvi de la definició que Gk(z) = Gk(z + 1) i és holomorfa al infinit ja que
lim
z→i∞
∑
(m,n)∈Z2
(m,n)6=(0,0)
1
(mτ + n)k
=
∑
n 6=0
n−k = 2ζ(k)
i per últim veiem que
z−kGk(−1/z) =
∑
(m,n)∈Z2
(m,n)6=(0,0)
(−m+ nz)−k = Gk(z)
Així doncs hem demostrat
Proposició 7.2. Gk ∈Mk(Γ(1))
A les funcions Gk(τ) se les anomenen sèries de Einsenstein. Gràcies a aquest
fet que acabem de demostrar podem veure que funcions que depenien de Gk se-
ran també funcions modulars. Per exemple, el discriminant d’una corba el·líptica
∆(τ) = g2(τ)
3 − 27g3(τ)2
es pot interpretar com una certa funció modular i és per tant una forma modular
de pes 12. Anàlogament l’invariant j d’una corba el·líptica sobre C hem vist
que es pot expressar com:
j(L) = j(g2, g3) = 1728
g2(τ)
3
∆(τ)
on g2 = 60G2(τ) i g3 = 140G3(τ). En conseqüència j ∈M0(Γ(1)).
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7.5. El teorema de Tunell
No entrarem en més detalls però les defincions de formes i funcions modulars
es poden extendre per tot subgrup de congruència del grup modular. D’aquesta
forma tenim definits els espais vectorialsMk(Γ0(N)), Sk(Γ0(N)), Sk(Γ1(N)), . . .
De la mateixa manera també es possible definir funcions i formes modulars per
pesos k/2 i l’anomenada aplicació de Shimura dóna una correspondència entre
aquestes i les de pesos k − 1 amb k parell.
La relació que hi ha entre les corbes el·líptiques definides sobre Q i les formes
modulars ve donada pel teorema de modularitat que "bàsicament"diu que a
tota corba el·líptica se li pot associar una certa forma modular a S2(Γ0(N)) per
un cert N . La demostració d’aquest teorema trobada per Andrew Wiles li va
permetre demostrar l’últim teorema de Fermat, és a dir, estem davant d’un dels
resultats matemàtics més importants de l’últim segle. Aquesta correspondència
ve donada per associar els coeficients de la L-sèrie de la corba el·líptica a una
q-sèrie definint una forma modular.
Tunell, fent servir aquest fet i certs resultats sobre formes modulars, va
demostrar que les L-sèries de En(Q) compleixen:
L(En, 1)
L(E1, 1)
√
n ∈ N
En particular aquest nombre natural estarà relacionat amb el coeficient n-
èssim d’una certa forma modular de pes 32 . Per tant si podem calcular aquesta
coeficient podrem determinar quan és zero i quan no i tindrem un altre criteri
per determinar si un nombre és congru o no. En efecte, aquests coeficients es
poden calcular i donen lloc al teorema de Tunell sobre els nombres congrus
Teorema 7.1 (Tunell). Un nombre n ∈ N lliure de quadrats és congru si i
només si
2 ·#{x, y, z ∈ Z | n = 2x2 + y2 + 32z2} = #{x, y, z ∈ Z | n = 2x2 + y2 + 8z2}
si n és imparell o bé
2 ·#{x, y, z ∈ Z | n/2 = 4x2 +y2 +32z2} = #{x, y, z ∈ Z | n/2 = 4x2 +y2 +8z2}
si n és parell.
La implicació cap a l’esquerra d’aquest teorema és condicional a la conjectura
dèbil de Birch i Swinnerton-Dyer de la mateixa manera que ho era el teorema
6.2 .
Veiem doncs que tenim un mètode per determinar si un nombre n ∈ N lliure
de quadrats és congru o no en un màxim de O(n3/2) operacions.
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Capítol 8
Generalitzacions dels nombres
congrus
Els nombres congrus admeten diverses generalitzacions. Una de les més
naturals és la que consisteix a imposar que el triangle no tingui un angle recte
sinó un angle qualsevol. El problema reformulat queda doncs de la següent
forma
Definició 8.1. Direm que un nombre n ∈ N lliure de quadrats és un nombre
θ-congru si existeixen a, b, c ∈ Q complint
a2 + b2 − 2ab cos θ = c2, ab sin θ = 2n, θ ∈ (0, pi) (8.1)
Un pot realitzar la mateixa construcció que al capítol 1 i trobar que els nom-
bres θ-congrus també tenen associada un certa corba el·líptica. Concretament
y2 = x3 +
2n cos θ
sin θ
x2 − n2x
= x
(
x+ n
cos θ + 1
sin θ
)(
x+ n
cos θ − 1
sin θ
)
De les equacions 8.1 un veu que si vol que els costats a, b, c del triangle estiguin
a Q llavors s’ha d’imposar que cos θ, sin θ ∈ Q. Fent servir les parametritzacions
racionals del sinus i el cosinus
cos θ =
1− t2
t2 + 1
, sin θ =
2t
t2 + 1
un pot escriure la corba anterior com
y2 = x3 + n
(1− t2)
t
x2 − n2x = x
(
x+
n
t
)(
x− nt
)
, t ∈ Q+
i fent t = 1 recuperem el problema clàssic
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En aquest cas la corba depèn d’un paràmetre racional i a diferència del pro-
blema clàssic el seu invariant j també en depèn la qual cosa fa l’estudi d’aquest
problema més difícil. Per reduir els possibles valors de t un pot preguntar-se
quins són els valors de t que fan que la corba tingui multiplicació complexa.
Com l’invariant j caracteritza quines corbes poden tenir multiplicació complexa
només s’ha de calcular l’invariant j de la corba anterior, que és una funció racio-
nal en t i imposar els valors pel qual l’invariant j dóna corbes amb multiplicació
complexa.
Tot i això, no hi ha cap valor racional de t, llevat del problema clàssic,
pel qual el problema generalitzat tingui multiplicació complexa. Tanmateix sí
que hi ha dos parells de valors algebraics reals de t pels quals el problema té
multiplicació complexa i un d’aquests parells representa un angle reconeixible.
Concretament per t = 2−√3 la següent corba el·líptica
E′n : y
2 = x3 + 2n
√
3x2 − n2x
està definida sobre Q(
√
3) i té multiplicació complexa, ja que j(E′n) = 54000 i els
punts de E(Q(
√
3) representen triangles amb costats a Q(
√
3) i un angle de pi/6.
No s’ha trobat cap menció a la bibliografia sobre aquest problema i pot ser
interessant intentar generalitzar els resultats que s’han vist en aquest treball en
aquest nou problema.
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